Синодическое уравнение. Теория (9-11 класс)

I. Синодическое уравнение. Общий случай.
Рассмотрим простейшую задачу:

1. Как часто на циферблате стрелочных часов встречаются часовая и минутная стрелки?

Приблизительно ответить на этот вопрос можно и без вычислений. Начнём наблюдать за стрелками в 12-00, когда они совпадают. Через час минутная стрелка опишет окружность и снова покажет «12», однако часовая стрелка в этот момент будет направлена на цифру «1». Ещё через 5 минут на эту цифру будет указывать минутная стрелка, но часовая уже немного сместится. Получить точный ответ на вопрос поможет так называемое синодическое уравнение, которое описывает относительное движение двух тел по окружностям вокруг общего центра в одной плоскости.
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Решим задачу в общем виде. Пусть 1 и 2 – тела (материальные точки), обращающиеся по окружностям с постоянными угловыми скоростями в одной плоскости вокруг общего центра О (рис.1). Примем для определённости, что тела обращаются в одном направлении и тело 1 имеет большую скорость. Обозначим как Т1 и Т2  периоды обращений тел.

Начнём наблюдать за системой, когда оба тела находятся на одном радиусе. Угловое перемещение первого тела линейно зависит от времени: φ1=ω1t, где ω1=2π/Т1 – угловая скорость этого тела. Аналогично  φ2=ω2t – угловое перемещение второго тела, а разность угловых перемещений тел зависит от времени как φ1 - φ2=(ω1 - ω2)t. Тела снова окажутся на одном радиусе, когда первое из них обгонит второе ровно на 2π. Обозначим необходимое для этого время как S: (ω1 - ω2)S=2π. Отсюда 2π/S = 2π/Т1  - 2π/Т2 и 1/S = 1/Т1  - 1/Т2. Последняя формула – это и есть синодическое уравнение, а время S (период повторения конфигураций двух тел) называют синодическим периодом. 

Применим полученную формулу для точного решения задачи о стрелках часов. Минутная стрелка делает оборот за 1 час, а часовая за 12. Приняв Т1 =1 ч и  Т2 =12 ч, получим S= Т1Т2/Т2- Т1=12/11 часа.


Синодическое уравнение часто применяют в астрономии, поскольку  многие небесные тела движутся по орбитам, близким к окружностям, и нередко это движение происходит приблизительно в одной плоскости. Но, прежде чем перейти к конкретным примерам, сделаем ряд уточнений.


Во-первых, при выводе формулы мы приняли, что тела обращаются в одном направлении, поэтому в ней появился знак «-». Однако возможно и встречное движение тел, тогда разность угловых перемещений будет «набегать» быстрее и синодический период окажется меньше. В этом случае в формуле должен быть знак «+». Во-вторых, поскольку период S - заведомо положительная величина, то при подстановке числовых данных за Т1 нужно принимать меньший период. И, в-третьих, периоды Т1, Т2 и S необходимо выражать в одинаковых единицах измерения времени.


Рассмотрим ещё один пример. 
2. Искусственный спутник обращается вокруг Земли с периодом полтора часа в плоскости экватора. Как часто он пересекает меридиан наблюдателя? Запуск спутника был произведён в направлении вращения Земли.

Наблюдатель обращается вокруг центра Земли с запада на восток за Т2=24 часа, спутник – за Т1=3/2 часа. Как правило, спутники запускают в том же направлении – направлении вращения планеты – или под небольшим углом к нему, поскольку встречное направление энергетически невыгодно. Запишем синодическое уравнение:  1/S = 2/3  - 1/24 и получим ответ: S = 8/5 часа или 1 час 36 минут.

II. Синодическое уравнение и конфигурации планет

Классические задачи на синодическое уравнение касаются видимого движения планет. В гелиоцентрической системе Коперника планеты равномерно обращаются по окружностям вокруг общего центра – Солнца и в одном направлении (против часовой стрелки, если смотреть из северной небесной полусферы). Чем дальше планета от Солнца, тем больше период её обращения. Наблюдения с движущейся Земли позволяют непосредственно фиксировать не сидерические, а синодические периоды других планет.

3. Сидерический период обращения Юпитера равен примерно 12 годам. Как часто повторяются противостояния Юпитера?

Сидерическим называют период обращения тела в системе отсчёта, связанной с отдалёнными звёздами, то есть время, соответствующее угловому перемещению этого тела на 360о. Противостоянием называется такая конфигурация планеты и Земли, когда направления с Земли на планету и на Солнце противоположны. (Начальное положение тел на рисунке 1 соответствуют противостоянию, если считать, что тело 1 – это Земля, а тело 2 – наблюдаемая планета).


Нетрудно сообразить, что численное решение этой задачи такое же, что и задачи 1. Противостояния Юпитера повторяются каждые 12/11 года, или через 1 год и 33 дня. В 2017 году Юпитер находится в созвездии Девы, и его противостояние было 8 апреля. В 2018 году планета переместится в созвездие Весов, и следующее её противостояние будет 9 мая. (Небольшое отличие фактического интервала между противостояниями от вычисленного связано с эллиптичностью орбит Юпитера и Земли).
III. Синодическое уравнение и фазы Луны
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Рассмотренные выше задачи о планетных конфигурациях являются «классическими». Однако синодическое уравнение можно применять более широко.

4. Вычислим период обращения Луны вокруг Земли, исходя из того, что фазы Луны повторяются через 29,53 суток, а период обращения Земли вокруг Солнца составляет 365,3 суток. 
Период повторения лунных фаз в астрономии называют синодическим месяцем, и это не случайно. Наблюдаемая с Земли фаза Луны зависит от взаимного расположения трёх тел: Солнца, Земли и Луны. Например, полнолуние наблюдается, когда направления с Земли на Луну и на Солнце противоположны (см.рис.) Из рисунка очевидно, что период обращения Луны вокруг Земли меньше периода повторения фаз; совершив один оборот вокруг  планеты, наш спутник не окажется снова напротив Солнца, поскольку за это время сама планета переместилась по орбите. Как же определить из данных сидерический месяц - период обращения Луны вокруг Земли? 
На первый взгляд кажется, что синодическое уравнение применить нельзя, поскольку движение тел происходит не вокруг одного и того же центра. Однако в задачах по кинематике следует выбирать такую систему отсчёта, в которой движение выглядит наиболее простым. Поэтому мы будем использовать геоцентрическую систему: в ней Луна обращается вокруг Земли с запада на восток с искомым периодом Т1, а Солнце обращается вокруг Земли в том же направлении с периодом Т2 = 365,3 суток. Синодический месяц есть период повторения конфигураций Солнца и Луны. Синодическое уравнение выглядит так: 1/29,53 = 1/Т1  - 1/365,3, откуда Т1 = 29,53х365,3/(29,53+365,3) = 27,32 суток. (Заметим, что в быту называют лунным месяцем 28-дневный период, который не равен ни сидерическому, ни синодическому месяцам).


IV. Солнечные сутки на Земле и других планетах

Другой важный пример «нестандартного» применения синодического уравнения связан с вращением нашей планеты. Исторически в основу системы счёта времени были положены солнечные сутки – период времени от полудня до полудня на меридиане наблюдателя, то есть период повторения конфигураций Солнца и меридиана. Этот период и равен (в среднем в течение года) 24 часам. Из рисунка понятно, что период осевого вращения Земли (звёздные сутки) несколько меньше солнечных суток, поскольку полдень на меридиане наблюдателя наступает позже, чем планета совершит полный оборот вокруг своей оси.
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Вычислим продолжительность звёздных суток Земли, если известно, что в году содержится 365,3 солнечных суток продолжительностью по 24 часа.
Для решения задачи снова перейдём в более удобную геоцентрическую систему отсчёта. В этой системе наблюдатель совершает один оборот вокруг земной оси с запада на восток с искомым периодом Т1, а Солнце обращается вокруг Земли в том же направлении с периодом Т2 = 365,3 суток. Синодическое уравнение выглядит так: 1 = 1/ Т1  - 1/365,3, откуда Т1 = 365,3/366,3 = 0,9973 сут = 23 ч 56 мин 4,1 с.
Таким образом, период осевого вращения Земли примерно на 4 минуты меньше 24 часов. Это значит, что каждые последующие восход, кульминация или заход определённой звезды на меридиане наблюдателя будут происходить на 4 минуты раньше, чем  предыдущие.  
Понятие звёздных и солнечных суток применимо не только к Земле, но и к другим планетам.
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